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高中数学结构不良试题探微

莆田第二中学 蔡海涛

本文系 2019 年度福建省基础教育课程教学研究课题《核心素养导向下高中
数学阅读教学模式的研究》（课题编号:MJYKT2019-106)的研究成果.

一、问题提出

2019 年，教育部明确提出要立足全面发展育人目标，构建包括“核心价值、学科素养、

关键能力、必备知识”在内的高考考查内容体系.高考评价体系通过解决“为什么考、考什

么、怎么考”的问题，从高考层面对“培养什么人、怎样培养人、为谁培养人”这一教育根

本问题给出了回答
[1]
.新时期高考内容改革的重要特征就是从能力立意到素养导向的转变，

素养导向的题目特点是不追求题目结构完整，更清晰、准确地考查学生的智力水平、思考深

度、思维习惯和科学态度
[2]
，这类试题称为结构不良试题.

结构不良试题是指它没有明确的结构、要求或解决的途径.这类问题的主要特征有:问题

条件或数据部分缺失或冗余；问题目标界定不明确；具有多种评价解决方法的标准等
[3]
.本

文基于这些特征探析结构不良试题.

二、问题条件或数据部分缺失

例 1 已知 ABC△ 中，三个内角 A，B，C所对的边分别是a，b，c.

（1）证明： cos cosa B b A c  ；

（2）在①
2
cos cos
c b a
B A


 ，② cos 2 cos cosc A b A a C  ，③
cos cos2
cos cos
b C c Ba

A A
  这三个条件

中任选一个，补充在下面问题中，并解答.

若 7a ， 5b ， ，求 ABC△ 的周长.

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分.

剖析 （1）略.（2）本题选择哪个条件的关键是考虑能否直接利用第一步的结论.

选①，有2 cos cos cosc A b A a B  ，式子右边与（1）相同，可得2 cosc A c ，得
3

A 
 .

选②，有2 cos cos cosb A a C c A  ,同（1）证明过程得 cos cosa C c A b  ，所以2 cosb A b ，

得
3

A 
 .

选③，有2 cos cos cosa A b C c B  ，同选②方法得
3

A 
 .
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本题选择三个不同条件，殊途同归，均求得
3

A 
 ，选①求解会更直接.

求得角 A后，在 ABC△ 中，由余弦定理，
2 2 2 22 cos 25 5 49a b c bc A c c       ，

解得 8c  ，所以 20a b c   ，即 ABC△ 的周长为20.

例 2 已知等差数列 { }na 的前 n项和为 nS ，  nb 是各项均为正数的等比数列，

1 4a b ， ， 2 8b  ， 1 33 4b b  ，是否存在正整数 k，使得数列
1{ }
nS

的前k项和
15
16kT  ，

若存在，求出 k的最小值；若不存在，说明理由.

从① 4 20S  ，② 3 32S a ，③ 3 4 23a a b  这三个条件中任选一个，补充到上面问

题中并作答.

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分.

剖析 设等比数列 nb 的公比为 q  0q  ，则 1
8b
q

 ， 3 8b q ，

于是
8 3 8 4q
q
   ，即

26 2 0q q   ，解得
1
2

q  ，
2
3

q   （舍去）.

若选①：则 1 4 2a b  ， 4 1
4 34 20
2

S a d
   ，解得 2d  ，

所以
2( 1)2 2

2n
n nS n n n

     ，
1 1 1 1

( 1) 1nS n n n n
  

 
，

于是
1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1+ (1 ) ( ) ( ) 1
2 2 3 1 1k

k

T
S S S k k k

           
 

 

令
1 151
1 16k

 


，解得 15k  ，因为 k为正整数，所以 k的最小值为16 .

若选②：则 1 4 2a b  ， 1 1
3 23 2( 2 )
2

a d a d
   ，解得 1 2a d  .下同①.

若选③：则 1 4 2a b  ， 1 13( 2 ) ( 3 ) 8a d a d    ，解得
4
3

d  .

于是
2( 1) 4 2 42

2 3 3 3n
n nS n n n

     ，
1 3 1 3 1 1( )

2 ( 2) 4 2nS n n n n
   

 
，
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于是
3 1 1 1 1 1 1 1[(1 ) ( ) ( ) ( )]
4 3 2 4 1 1 2kT k k k k

        
  



3 1 1 1(1 )
4 2 1 2k k

   
 

9 3 1 1( )
8 4 1 2k k

  
 

，令
15
16kT  ，

得
1 1 1
1 2 4k k
 

 
，注意到 k为正整数，解得 7k  ，所以 k的最小值为7 .

三个不同的选择条件，均是先求解{ }na 的基本量 1a 和d，再求得 nS ，进而
1{ }
nS

的前k

项和 kT ，再解不等式
15
16kT  ，求得 k的最小值.

三、问题条件或数据冗余

例 3 如图 1，已知等边 ABC△ 的边长为 3，点M ， N分别是边 AB , AC 上的点，且

2BM MA ， 2AN NC .如图 2，将 AMN△ 沿MN 折起到 A MN△ 的位置.

（1）求证：平面 A BM 平面 BCNM ；

（2）给出三个条件：① A M BC  ；②二面角 A MN C   大小为 60；③ 7A B  .在

这三个条件中任选一个，补充在下面问题的条件中，并作答：

在线段 BC上是否存在一点 P，使直线 PA与平面 A BM 所成角的正弦值为
3 10
10

，若存

在，求出 PB的长；若不存在，请说明理由.

注:如果选择多个条件分别解答,按第一个解答计分.

剖析 （1）略.（2）若选①： A M BC  ，由（1）得 A M MN  ， BC和MN 相交，

所以 A M 平面 BCNM .以M 为原点，MB，MN ，MA分别为 x， y， z轴建立空间直角

坐标系，则  0,0,1A ，设  2 , 3 ,0P a a ，其中
30
2

a＜ ≤ ，则  2 , 3 , 1A P a a   


.

平面 A BM 的法向量为  0,1,0n ，设直线 PA与平面 A BM 所成角为 ，

则
 

所

直计

3

,

＜

所则

P

的 为
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若选②：同（1）得 A MB 为二面角 A MN C   的平面角，所以 60A MB   .

过 A作 A O BM  ，垂足为O，则 A O BCNM  .在平面 BCNM 中，作OD OB ，

点 D在 BM 的右侧.以O为原点，OB，OD，OA分别为 x，y，z轴建立空间直角坐标系，

则
30,0,
2

A
 
  
 

，设
3 , 3 ,0
2

P a a  
 

，其中
30
2

a＜ ≤ ，则
3 3, 3 ,
2 2

A P a a
 

     
 


.

平面 A BM 的法向量为  0,1,0n ，设直线 PA与平面 A BM 所成角为 ，

则
2

2

3 3 10sin cos ,
103 33

2 4

aA P

a a

   
    
 


n ，解得

3
2

a  ，

所以存在 P满足条件，这时 3PB  .

若选③ 在 A BM△ 中，由余弦定理得 120A MB   .过 A作 A O BM  ，垂足为O，

则 A O BCNM  .同选②方法，以O为原点，OB，OD，OA分别为 x， y， z轴建立空间

直角坐标系.

则
30,0,
2

A
 
  
 

，设
5 , 3 ,0
2

P a a  
 

，其中
30
2

a＜ ≤ ，则
5 3, 3 ,
2 2

A P a a
 

     
 


.

平面 A BM 的法向量为  0,1,0n ，设直线 PA与平面 A BM 所成角为 ，

则
2

2

3 3 10sin cos ,
105 33

2 4

aA P

a a

   
    
 


n ，解得

15 57 3
4 2

a 
 ＞ ，

所以不存在 P满足条件.

选择不同的条件，平面 BCNM 的垂线不同，得到不同的建系途径，均可求得线面角的

值，但需结合 a的范围进行验证，判断是否存在 P满足条件.

四、问题目标界定不明确

例 4 已知抛物线  2 2 0y px p ＞ 的焦点为 F ，抛物线的准线交 x轴于C，抛物线上

互异的三点 A， B，D (其中D在第一象限）， 4DF  ， 4 2CD  .

（1）求 p的值；（2）已知O为坐标原点，李同学从条件① 2OA OBk k   出发，而刘

同学从条件② AD BDk k a 出发，若要使得两位同学探索得到相同的结果“直线 AB过同一

个定点”，试问如何设计实数 a的值.

剖析（1） 4p  .（过程略）（2）  2,4D ，依题意可设直线 :AB y x m   ，
2
1

1,
8
yA y

 
 
 

，

2
2

2,
8
yB y

 
 
 

2
2 8 8 0

8
y x m

y y m
y x



 

   


， 1 2 8y y   ， 1 2 8y y m .
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李同学
 1 2

1 2 1 2

88 8 8 2 4OA OB

y y
k k m

y y y y m
 


          ，

即直线 : 4AB y x   ，直线过定点  0, 4 ；

刘同学
 

   
 

1 2 1 2
2

21 2
1 2 1 2

16 4 8
2 414 2

64 4

AD BD

y y y y
k k

my y
y y y y


  

 
 

     

，

代入 4m   可得 4AD BDk k  .故a的值为 4 .

本题的问题基于直线 AB过同一个定点，定点究竟是哪个点不明确，需从李同学的条

件入手，得到直线过定点  0, 4 ，再结合刘同学的条件，求得 a的值.

例 5 设  f x 是在  0, 上的可导函数，且    2f x f x
x

 ≥ ，  1 4f  ，  2 16f  ，

则下列一定不成立的是

A .
3 8
2

f    
 

B .  3 40f  C .  4 72f  D .  5 120f 

剖析 设 2
)()(

x
xfxg  ，则

2

4 4

( ) ( )2 ( ( ) 2 ( ))( ) 0f x x f x x x xf x f xg x
x x

     ≥ ，

则 )(xg 为单调递增函数或常数函数，而 2

(1)(1) 4
1
fg   ， 2

(2)(2) 4
2
fg   ，所以 )(xg 在

区间[1, 2] 上是常数函数，则

3( )3 2( ) 4 92
4

f
g   ，即

3( ) 9
2

f 

而 (3) 4 (3) 36, (4) 4 (4) 64 1 5 4

 

数

A

�)�—�I xg

[1, 2] 上是

xgg

上

设 f x

g

一单再下
故
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根据散点图可以看出 y与 x之间有线性相关关系，但图中有两个异常点 A，B．经调查

得知， A考生由于重感冒导致物理考试发挥失常， B考生因故未能参加物理考试．为了

使分析结果更科学准确，剔除这两组数据后，对剩下的数据作处理，得到一些统计量的

值：
42

1
4641i

i
x



 ，
42

1
3108i

i
y



 ，
42

1
350350i i

i
x y



 ，  
242

1
13814.5i

i
x x



  ，

 
242

1
5250i

i
y y



  ，其中 ix ， iy 分别表示这 42名同学的数学成绩、物理成绩， 1i  ，

2，…， 42， y与 x的相关系数 0.82r  ．

（1）若不剔除 A，B两名考生的数据，用 44组数据作回归分析，设此时 y与 x的相关

系数为 0r ，试判断 0r 与 r的大小关系，并说明理由；

解：（1） 0r r＜ ．

理由如下：由图可知， y与 x成正相关关系，

①异常点 A，B会降低变量之间的线性相关程度．

②44个数据点与回归直线的总偏差更大，回归效果更差，所以相关系数更小．

③42个数据点与回归直线的总偏差更小，回归效果更好，所以相关系数更大．

④42个数据点更贴近其回归直线 l．

⑤44个数据点与其回归直线更离散．

(以上理由写出任一个或其它言之有理，均可得分）

概率统计的应用题注重解决生活问题，题目可能设计成开放性问题，答案不唯一，只要

学生结合概率统计知识把问题说明白就可以得分.
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六、结语

数学教育家波利亚曾说过：问题是数学的心脏．问题可分为结构良好问题和结构不良问

题，结构不良问题往往考查学生的知识迁移能力及思维的转化能力，考查学生的数学素养.
基于此，结构不良结构问题往往被命题者所青睐，这需要引起一线教师的关注，在平时的教

学中，教师可渗透一些结构不良的问题，采用开放式、互动式的教学方式，引导学生关注数

学问题情境的变化，思考如何把结构不良转化为结构良好，通过多位学生的解法展示，区分

转化方法的优劣，从中归纳解决问题的一般策略.
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