


2

解得 sin 1B  ，所以 2c  .所以 ABC△ 的面积
1 sin 3
2

S bc A  .

评注 本题第一问条件冗余，设问新颖，问题的开放性较大.如何有效利用正余弦定理以及三角公

式进行恒等变形解决问题？问题的目标是什么？这些问题都对学生提出了较大的挑战！因此，解决该问

题的关键是利用①②两个条件得到 ABC△ 的边角关系是否与三角形的内角和定理等知识矛盾；第二

问是在第一问的基础上利用正余弦定理解三解形.对于问题条件冗余的结构不良问题，首先有充分必备

解三角形知识；其次是要善于挖掘题目的隐含条件；第三是要关注多个条件之间的兼容性.

例 2（2020 年山东卷 17）在① 3ac  ，② sin 3c A  ，③ 3c b这三个条件中任选一个，补充在

下面问题中，若问题中的三角形存在，求 c的值；若问题中的三角形不存在，说明理由．

问题：是否存在 ABC ，它的内角 ,

它

，

，它2 ？利何；挖一个条件之必角三内所 角一问条形识件必由在问提问

所存 设

性所角 一 件理和 提 问理和角一件理和提问运性理和性理问角一件提盾；理问题中的三角形不存在三在定角角角提件盾三定中提件提件件三 三三的三题角中 三角在件在 角提问定 问 件三 不 问 三角件角中在角 的存 在三角中角件 提在的一理角理 问提件 的中 三存提 件 不 中件三 三在 的三 三存 提件在件定中提三件在性件 的件件 三三三角提件提三件件角形定件 问 角存 件定在盾三理 问理中理是三 件题
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同时，我们需要注意，在处理三角形中的边角关系时，一般全部化为角的关系，或全部化为边的关系．题

中若出现边的一次式一般采用到正弦定理，出现边的二次式一般采用到余弦定理．应用正、余弦定理时，

注意公式变式的应用．解决三角形问题时，注意角的限制范围，这些也是解决该题类问题的关键.

例 3 设数列{ }na 的前 n项和为 nS ， 1 1a  ，_____.

给出下列三个条件:

条件①:数列{ }na 为等比数列，数列 1{ }nS a 也为等比数列；条件②:点 1( , )n nS a  在直线 1y x  上；

条件③: 1
1 2 12 2 2n n

n na a a na
    .

试在上面的三个条件中任选一个，补充在上面的横线上，完成下列两问的解答：

(1)求数列{ }na 的通项公式；

(2)设
2 1 2 3

1
log logn

n n
b

a a 




,求数列{ }nb 的前 n项和 .nT

注:如果选择多个条件分别解答,按第一个解答计分.

解 方案一:选条件①.(1)因为数列 1{ }nS a 为等比数列，

所以      2 1
2

1 1 13S a S a S a    ，即    2 11 2 3
2

12 22 a aa aa a   .

设等比数列{ }na 的公比为 q，因为 1 1a  ，所以    2 22 22 q q q   ，

解得 2q  或 0q  （舍），所以  1 1
1 2n

n na qa n     N .

(2)由(1)得  12n
n na   N ，所以

 1 3
2 2

1 1 1 1 1
2 2 2log logn na an n n

b
n n 

        
，

则
  

1 3 1 1 3 2 3
2 2 1 2 4 2 1 2n

n
n n n n

T           
.

方案二:选条件②.(1)因为点 1( , )n nS a  在直线 1y x  上，所以  1 1n na S n 
   N ，

所以  1 1 2n na S n  ≥ ，两式相减得 1n n na a a   ，  1 2 2n

n

a n
a
  ≥ ，

因为 1 1a  ， 2 1 11 1 2a S a     ， 2

1

2a
a

 适合上式，

所以数列{ }na 是首项为1，公比为 2的等比数列，所以  1 1
1 2n

n na qa n     N .

(2)同方案一的(2).

方案三:选条件③.

当 n≥2时，因为  1
1 2 12 2 2n n

n na a a n na 
    N ...(i)

所以  1 2
1 2 12 2 2 1 n

n n
na a a n a 
     ，

则  1 2
1 2 12 2 2 2 1n

n
n

na a a n a
     ...(ii)

(i)-(ii)得  12 2 1n n na na n a   ，即  1 2 2n

n

a n
a
  ≥ ，

当 n=1时， 1 22a a ， 2

1

2a
a

 适合上式，

所以数列{ }na 是首项为1，公比为 2的等比数列，所以  1 1
1 2n

n na qa n     N .

(2)同方案一的(2).

评注 本题第一问是条件缺失的结构不良问题，已知数列{ }na 的首项及三个备选条件选其一，求其

通项.条件①主要考查等比中项的性质及等比数列基本量的运算；条件②主要考查 nS 与 na 的转化；条件

③主要考查递推关系式的转化.学生面对不同条件考查的不同知识点，可选择自己较擅长及便于运算的

条件着手进行，因此该题为学生的个性化、多样化提供了良好的选择，体现了试题的人文关怀.同时，

在日常的学习中，通过对该题的求解可以很好的将有关数列通项问题很好的回顾与梳理，对促进知识的
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整合与系统化有很好的帮助，因此可以说结构不良试题不仅具有良好的选拔功能还具有很好的教学功

能.

例 4 设  f x 是在  0, 上的可导函数，且    2f x f x
x

 ≥ ，  1 4f  ，  2 16f  ，则下列一

定不成立的是

A .
3 8
2

f    
 

B .  3 40f  C .  4 72f  D .  5 120f 

解 设 2
)()(

x
xfxg  ，则

2

4 4

( ) ( )2 ( ( ) 2 ( ))( ) 0f x x f x x x xf x f xg x
x x

     ≥ ，

则 )(xg 为单调递增函数或常数函数，而 2

(1)(1) 4
1
fg   ， 2

(2)(2) 4
2
fg   ，所以 )(xg 在区间[1, 2] 上

是常数函数，则

3( )3 2( ) 4 92
4

f
g   ，即

3( ) 9
2

f  .

而 (3) 4 (3) 36, (4) 4 (4) 64, (5) 4 (5) 100g f g f g f  ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ .故选A .

评注 由于 )(xg 在区间[1, 2]上是常数函数，而当 2x＞ 时， )(xg 为单调递增函数或常数函数均有可

能，已知条件不明确，形成结构不良问题， ( )g x 的解析式无法确定，试题非常抽象，对能力要求比

对

好 间功无好确说 不，

解数， 函解 析 可以比则数均 的可 在的
不
2

区

结

即

可

比

析

有

列

数

间

功

无

教

均

功

调

2

2

要

求

即

不

能

帮

在

可

能

增

好

2

2 当不 在

功无教均功 调 可则能调功无教 则

增

常在帮当无区非选解 增导间不 函则解 非能常数构 求 可教 求在 求 可
此

帮 成此定均常不能教 结即

间 教

结即帮 的列常均

列常

增 不结 数帮 选间要 结 教帮是 求增在选则以解 非能常说

以均 不帮 数

注 当非比解 非能比教 无能常不 函 说 非

教 不 在

定 则

构教教 不知教 增导

比

则

教能函常 可则则

增能

间结无 函 均可则
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从① AOB△ 的面积为1，② m n m n  
   

（其中向量 1 1( , )x ym
a b




， 2 2( , )x yn
a b




）这两个条件

中选一个，补充在上面的问题中并作答．

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分.

解 (1)椭圆 E的方程为
2

2 1
4
x y  ．(过程略)

(2)若选①，假设存在实数，使得 OM AB  ≤ 恒成立．

当 AB的斜率存在时，设直线 AB的方程为 y kx m  ，  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，  0 0,M x y ，由

2
2 1

4

y kx m
x y

 



 

消去 y得  2 2 24 1 8 4 4 0k x kmx m     ，

 2 2

1 2 2

2

1 2 2

16 4 1 0

8
4 1

4 4
4 1

k m

kmx x
k

mx x
k


   

   


 

 

＞

，
2 2 2

2
1 2 2

4 1 4 11
4 1

k k mAB k x x
k

   
   


，

点O到直线 AB的距离
21

m
d

k



，

所以
2 2 2

2 2

1 4 1 4 1 1
2 4 1 1

ABO

mk k mS
k k

   
  

 
△ ，整理得： 2 24 1 2k m  .

则
2 2 2 2

2 2

4 1 4 1 2 2 1
4 1 4 1

k k m kAB
k k

    
 

 
，

1 2
0 2

4
2 4 1

x x kmx
k


  


， 0 24 1

my
k




，得  
2

2 2
0 0 2

16 1
2 4 1

kOM x y
k


  


.

所以   
22

2 2

2 2

20 5
4 1 16 1 2 5

24 1 4 1

k
k k

OM AB
k k

 
 
 


 

  
 

≤
，

当且仅当
1
2

k   时，  max
5
2

OM AB  ，故
5
2

≥ ，即 min
5
2

 = .

若选②，假设存在实数，使得 OM AB  ≤ 恒成立．
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同选①方法得

 2 2

1 2 2

2

1 2 2

16 4 1 0

8
4 1

4 4
4 1

k m

kmx x
k

mx x
k


   

   


 

 

＞

.由 m n m n  
   

得 0m n 
 

，

即    1 2
1 2 0

4
x x

kx m kx m    ，化简得 2 24 1 2k m  .下同选①方法解得 min
5
2

 = .

评注 本题第二问条件缺失，需要从备选条件中选其一，选择时要根据解决解析几何问题的一般策

略，即考虑哪个条件能够便于坐标化，利用代数的方法来解决几何问题.但是在动手解决之前很难清楚

哪个方案更优，更适合自己的解答，如果两个方案都试一次显然会耗费大量的时间，更能考验一个学生

的综合能力、知识储备和解题经验积累.可以说，此类的求解与学习更好的促进学生深入的学习，深度

的思考问题、剖析问题，从宏观角度把握知识，全面提升数学能力和发展数学素养等.

例 7 2020 年是我国全面建成小康社会和“十三五”规划收官之年，也是佛山在经济总量超万亿元

新起点上开启发展新征程的重要历史节点．作为制造业城市，佛山一直坚持把创新摆在制造业发展全局

的前置位置和核心位置，聚焦打造成为面向全球的国家制造业创新中心，走“世界科技+佛山智造+全球

市场”的创新发展之路．在推动制造业高质量发展的大环境下，佛山市某工厂统筹各类资源，进行了积

极的改革探索．下表是该工厂每月生产的一种核心产品的产量  5 20x x≤ ≤ （件）与相应的生产总成本

y（万元）的四组对照数据．

x 5 7 9 11

y 200 298 431 609

工厂研究人员建立了 y与 x的两种回归模型，利用计算机算得近似结果如下：

模型①： 
3

173
3
xy   ；模型②：  68 160y x  ．

其中模型①的残差（实际值预报值）图如图 2所示：

根据残差分析，判断哪一个更适宜作为 y关于 x的回归方程？并说明理

由；

解 模型②的残差数据如下表:

x 5 7 9 11

y 200 298 431 609

e 20 -18 -21 21

模型②的残点图如图 3 所示.

模型①更适宜作为 y关于 x的回归方程，因为：

理由 1：模型①4 个样本点的残差的绝对值都比模型②小；

理由 2：模型①4 个样本的残差点落在的带状区域比模型②的带状区域更

窄；

理由 3：模型①4 个样本的残差点比模型②的残差点更贴近 x轴.

评注 本题的答案不唯一，具有多种评价解决方法的标准，是结构不良试

题的一种类型，这类问题具有很强的开放性，承载了高考考查创新性的要求.

本题主要考察学生对回归分析有关知识本质的理解，很好的考察学生运用知

识解决问题的能力.因此此类问题的教学与训练对培育学生的数学综合能力等有积极意义.

三、教学启示

1.聚焦考试评价体系
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《中国高考评价体系》明确指出“四翼”的高考考查要求，即分别从基础性、综合性、应用性、创

新性的角度对素质教育的目标进行评价.其中创新性要求设置新颖的试题呈现方式和设问方式[3]，教育部

考试命题中心的命题专家说过，在保证基础试题占一定比例的前提条件下，要加大综合性、应用性试题

的考查，以提高学生用学过的知识解决问题的能力.结构不良试题可以很好地承担这样的考查功能.

2.设置合理问题情境

在教学中，教师设置开放性、多样化的问题情境，情境的设置体现学科特色，紧扣教学内容，凸显

学习重点
[4]
，激发学生学习的动力和热情，引导学生在不同的情境中抽象出数学问题，理解数学的本质，

感悟思想方法.结构不良试题综合要求高，理解困难，没有现成的解题套路可用.要破解这些试题，功夫

在平时，要平时教学中设置合理问题情境，加强学生阅读理解能力训练，加强学数学思想方法的提炼和

总结.虽然没有具体的套路，但是基本数学思想却可以破解它.

3.唤醒学生数学思维

求解结构不良试题需要学生从不同角度、不同途径去设想，这就是发散思维.因此，教师在教学中

把“教”更多地聚焦在思维层面上，利用教学过程中师生之间的数学思维活动，去了解学生的思维水平，

判断自己的“教”是否引发了学生的“学”，并最终学会了
[5]
. 教会学生对结构不良试题要精准分类，

不同类型从不同角度不同途径去思考分析.结构不良试题中相关量多且易混的，在考试中遇到这样的题，

一定不能慌张，要冷静，要将已知条件一一列举出来，仔细分析，找出各个量之间的联系，建立起与我

们所学知识的联系，从而顺利解决它.对条件特别杂乱的题要采用一些方法，如列举法、列表法、图示

法等，目的是理清已知条件、弄清题意，只有理解题意，才能找到解决办法；结构不良试题中考点不明

的，解题的关键在于明确考点，建立已知条件与所要解决的问题之间的联系，要善于将已知条件与已有

的知识储备建立联系，做到月晕而风，础润而雨，能见微知著.结构不良试题中推理有困难，情形较复

杂的试题，要善于运用数学思想方法去突破.
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